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Sélido deformable (IT)

Energia potencial
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Si no fuera por el cable, el peso P cae- k
ria, perdiendo energia potencial, es de-
cir, capacidad de suministrar energia s
util. El cable impide esa pérdida, pero ‘p

no totalmente.

Por un lado, el peso desciende ¢ y su energia potencial
disminuye en P-§. Parte de esa energia se emplea en
deformar el cable y se almacena en su volumen en for-
ma de energia de deformacion: resulta del trabajo de
desplazar una fuerza, N, a lo largo de pequenas dis-
tancias, dd. Para un cable en el estado proporcional

(N =kd):
) 4 52
/N~d5:k/ 6-dd =k-—
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La energfa potencial total serd E = Eg—PJ§+kd?/2. La
ley de la entropia asegura que la posicion de equilibrio
serd aquella en la que la energfa potencial (la energia
util) sea minima:

dE d & . P
W_E(EO—Pé—i—kE)—O es decir 6_E

un resultado ya conocido. Las condiciones de equilibrio
pueden deducirse alternativamente de la variaciéon nu-
la de la energia alrededor de la posiciéon de equilibrio,
dE(6) = 0. Para un cable, resulta Pdé = kdédd, o
bien, Pdé = N dd. El alargamiento infinitesimal d§
se denomina desplazamiento virtual, y a los trabajos
realizados por P y N, trabajos virtuales exterior e in-
terior, respectivamente. Este resultado puede generali-
zarse, dando lugar al teorema de los trabajos vir-
tuales: en el equilibrio, el trabajo virtual de las fuerzas
exteriores serd igual al trabajo virtual de las fuerzas
interiores, para cualquier deformacion virtual que se
considere.

Compatibilidad y equilibrio

El niimero de grados de libertad, g, de una estruc-
tura se fija a la vista de su sustentaciéon. Sus partes
deformables se modelan mediante d deformaciones. La
posicién de equilibrio estard definida por valores pa-
ra las deformaciones (en el ejemplo, [bT]= [d1, 62, d3])
y para los grados ([g"]= [u,]), estando relacionados
unos con otros mediante ecuaciones de compatibilidad
que, bajo la hipotesis de desplazamientos pequenos, son
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lineales:
- dx1 dxg gx1
b = ZBjigi (j=1,...,d) obien [b]=[B]-][g]
i=1
3 ]\/'2

Cada hipdtesis de carga de la estructura especifi-
card una accién neta a; en la direccién de cada grado

de libertad g; ([aT=10, Pa]). A cada deformacién &; de
los sélidos deformables le corresponderd un esfuerzo e;

([eTl= [N1, N2, N3]). La condicién de equilibrio puede
expresarse, entonces, mediante la igualdad de los tra-
bajos virtuales exterior e interior:

1xg gx1 Ixd gx1

[dg"]- [a]=[db "] [e]

La deformacién virtual especificada por [dg] cumple,
como cualquier otra, con las ecuaciones de compatibi-
lidad ([dbT]~[dg™|[BT]) v

en consecuencia:

1xg  gx1 1xg gxd gx1

[dg"]-[a] ~[dg"][B"]- [e]

gx1  gxd dx1
es decir, [a] ~[B"]- [e]

Las ecuaciones cartesianas resultantes son las clasicas
ecuaciones de la estatica y hay tantas como grados de
libertad. Ademés, bajo la hipdtesis de desplazamien-
tos pequenos, las ecuaciones de compatibilidad y las
de equilibrio estan regidas por el mismo juego de coefi-
cientes, [B]. La consecuencia prdctica es que una
vez se conocen unas, se tienen ya las otras.

Método universal de analisis

Segun sea el namero d de esfuerzos (o deformacio-
nes) respecto al de grados de libertad, g, se tienen tres
casos: a) d < g, hipostatismo: en general, no puede
haber equilibrio sin grandes deformaciones (estructuras
funiculares, ecuaciones sin solucién); b) d = g, isos-
tatismo: puede haber equilibrio, los esfuerzos pueden
determinarse sin més informacién (solucién unica); ¢)
d > g, hiperestatismo: puede haber equilibrio, pero
los esfuerzos no pueden determinarse sin informacion
adicional (infinitas soluciones).

Tanto en el caso b) como en el c), pueden adop-
tarse como incdgnitas los grados de libertad, igualando
entonces el nimero de incognitas al de ecuaciones y
resultando un conjunto con solucién unica (si existe):
basta con considerar modelos de deformacién (como el
modelo ‘cable’: e; =k;d;) v las ecuaciones de compa-
tibilidad. Para una estructura de cables en el estado
proporcional:

dx1l dxd dx1

ej =k;o; (j=1,...,d) obien [e]=[Dyp]-[b]
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y el conjunto de g ecuaciones contiene igual nimero de
incognitas.

La matriz [K,]=[B*][Dp][B] recibe el nombre de
rigidez de la estructura por jugar, entre acciones y
grados de libertad, el mismo papel que el médulo de
Young, E, juega entre tensiones y deformaciones de un
material, o la rigidez de cable, k, entre tracciones y
alargamientos. Pero se trata de una matriz, no de un
escalar: relaciona entre si los espacios vectoriales de las
acciones y de los grados de libertad. Y la relacion es
lineal.

La solucion del conjunto de ecuaciones se expresa
mediante la inversa de la matriz de rigidez, la matriz de
flexibilidad; y una vez determinado el valor de los gra-
dos de libertad (deformacién de la estructura), queda
determinada la deformacion o el esfuerzo de sus partes
deformables (cables):

gxg gx1 dx1 dxd dxg gx1

[l ~Kp']-[a] v [e] =[Dp][B] [g]

La solucién obtenida tiene que cumplir con los supues-
tos de partida: desplazamientos pequenos y pro-
porcionalidad entre tensiones y deformaciones.

Hasta el ‘limite elastico’...

Si se incrementan proporcionalmente las acciones,
la estructura alcanzara su limite eldstico cuando éste
se alcance en el punto que més cerca estaba de él bajo
las acciones [a]. Denominando A. al minimo cocien-
te (f./0); bajo [a], las acciones A [a] son el ‘limite
eldstico’ de la estructura, pues la tensién en el cable
j alcanzara ahora su limite elastico. Para acciones por
encima de X [a], las ecuaciones con [Kp] dejan de ser
validas al entrar en periodo plastico uno o mas puntos
de la estructura, perdiéndose la proporcionalidad entre
causas y efectos.

...y mas alla.

Conforme algunas partes de la estructura ‘plastifi-
can’, la estructura pierde rigidez. Las partes ‘plastifi-
cadas’ aportan un esfuerzo constante y conocido —en
cables, (f,A);—, incluso si aumenta su deformacién.
La estructura seguird siendo capaz de soportar carga
adicional mientras al menos g deformaciones permanez-
can por debajo del limite eldstico (isostatismo). Pero
en cuanto el nimero de esas deformaciones sea menor
que g (hipostatismo), la estructura comenzard a mover-
se sin oponer resistencia y sin necesidad de que la carga
aumente: la estructura entra en su propio periodo plas-
tico. Se ha alcanzado la carga dltima de la estructura,
A (]

El movimiento de rotura, a carga constante, se ca-
racteriza por, como mucho, g—1 deformaciones cons-
tantes, correspondientes a partes deformables que no
han superado el limite eldstico. Denotemos con el sub-
indice ‘k’ esas deformaciones en estado proporcional,
y con ‘p’ aquellas otras en estado plastico. Durante el
colapso:

diex1 dix1

[dby ]= [0]

dpx1 dpXg gx1

[dby |~ [By]-[dg]

dpxxg gx1

~[By]-[dg]

en donde dx < g—1y dp = d—dkx.

Eligiendo arbitrariamente un grado, por ejemplo g;,
y resolviendo el conjunto de las dy ecuaciones, es po-
sible describir el movimiento de colapso en funcién de

x1 x1

gi, en la forma [gcig]:fC] -dg; . Al aplicar el teorema de
los trabajos virtuales para estos desplazamientos ‘de
colapso’, sélo hay que tener en cuenta los esfuerzos de
la parte ‘plastificada’ —son conocidas, (f,A);,—, pues
el resto, aunque con esfuerzos no nulos (desconocidos),
no aumenta su deformaciéon y no desarrolla trabajo:

lxgr gx1 1><dpT dpx1 1><‘?I‘ gxd{‘ dpx1
[dg "] -Au [a] ~[dby, 7] - [ep] ~[dg "][By ] - [ep]
Ixg gx1 Ixg gxdp  d,x1

dg: [C"] A [a] = dgi [CT][B,"] - [ep]

De la ecuacion escalar resultante se determina A, (dg;
se cancela en ambos miembros). A, es el coeficiente de

seguridad 4til respecto a las acciones [a], y no debe ser
menor que el coeficiente de seguridad « exigido por el
requisito de resistencia. Los ey esfuerzos desconocidos
se determinan con las ecuaciones de equilibrio:

gxdp  d,x1 gxdi  d x1

~ By [ep] ~ B [e]

gx1

Ay [a]

Como, en general, no se conoce a priori qué ele-
mentos plastificaran, es necesario probar distintos me-
canismos de colapso, eligiendo para cada uno, como
mucho g—1 deformaciones en estado proporcional, cu-
yas deformaciones virtuales seran nulas. El mecanismo
que conduzca a un menor valor de la carga de rotura
(menor A,) es el que, al aumentar la carga, se produ-
cird primero. Los valores de tension, relativa al limite
eldstico, bajo la carga de servicio [a] suelen indicar los
sélidos que ‘plastificaran’ primero.

Con las dy deformaciones ‘proporcionales’, junto a
las deformaciones elasticas de los puntos que llegan a
su limite elastico justo al alcanzarse la carga ultima,
se tienen g deformaciones que determinan, mediante g
ecuaciones de compatibilidad, tanto el valor de los gra-
dos de libertad como el resto de las deformaciones en el
momento de comenzar el colapso. Estas deformaciones
aumentan segun la cineméatica del mecanismo de co-
lapso, y la estructura se rompe en trozos al alcanzarse
en algin punto su deformacién unitaria de rotura. La
distancia entre el comienzo y el final del colapso resulta
una buena medida de su ductilidad.
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