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ralta la ngura original

Claude Louis Marie Henri Navier
(1785-1836) —Fisico e ingeniero

Hacia 1820 planted por primera
vez —que se sepa— un método
universal para la resolucion de
estructuras hiperestaticas de
cables y codales.

Sin embargo, es mas conocido P
por la ecuacién de
Navier-Stokes de la mecanica
de fluidos —aunque las malas
lenguas dicen que la planteé por
que no tenia ni idea de como
representar fricciones en un
fluido. Entre los fisicos, se suele
bromear con que la primera
pregunta que haran a Dios
cuando lleguen al paraiso es
como demonios se resuelve. . .
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Energia, energia potencial, energia util, ‘exergia’,. ..

» cVepyeLa grecolatina: el trabajo o esfuerzo, T, que cuesta
producir un cambio («hacer algo»). {Se gasta!

= energia potencial escolastica, PP: como la grecolatina, pero se
empieza a poder medir midiendo el trabajo realizado. EULER supuso que
los sistemas fisicos tienden hacia estados de equilibrio en los que la
energia potencial es minima.

= energia, &£, a partir del XIX: un potencial conservativo de cualquier
sistema fisico; puede intercambiarse entre sistemas (‘se transforma’,
cf. CLAUSIUS et alii). jNo se gasta: se conserva!

= energia Gtil X (o exergia a partir del XX): aquella parte de la
energia £ de un sistema que, como maximo, puede aprovecharse para
realizar trabajo 7 —el resto se transforma en calor Q:

E=X+Q X~P

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017 << o> Sélido deformable: un método universal 2 / 45


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Energia, energia potencial, energia util, ‘exergia’,. ..

W =F.%=Fucosa
W =>F;-u

F SiF Lli#, W=0.
Si F||@, W = Fu.
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Energia, energia potencial, energia util, ‘exergia’,. ..

« Energia potencial gravitatoria:

G = mgh = Ph

Cuanto maés alto esté el peso, mas G tiene.

= Exergia en la posicion inicial: X =~ 0
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Energia, energia potencial, energia util, ‘exergia’,. ..

= Energia potencial de deformacién D:

Cuanto mas trabajo hagamos para deformar el

muelle o el cable, mas D almacena; en el K L h
. . 9

periodo proporcional:

dD =Ndé =k-6d6 % ' ;%

en donde k es la constante de Hooke.

= Para cualquier deformacién compatible se
cumplird v = 4. La energia potencial de
deformacién en el periodo proporcional sera: Nﬁ

3 3 52 k |d5
TQD:/Nd(S:k 0dd = k-— @N
0 0 2 S
P

» La exergia total como funcién de v:

X ~ G(v) + D(d) = —Pv + kv?/2
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Energia, energia potencial, energia util,

‘exergia’,. ..

» La exergia total como funcién de v:
X ~ G(v) + D(d) = —Pv + kv?/2

» La segunda ley de la termodindmica
asegura que en el equilibrio la exergia total
serd minima:

dx

— =-—-P+kv=0
dv thy

es decir: |[v = § = y‘NZk(S:P‘

x|
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v

k | a5

6@1\7

v =

P

Sélido deformable: un método universal 6 / 45


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Energia, energia potencial, energia util,

‘exergia’,. ..

» La exergia total como funcién de v:

X ~ G(v) + D(d) = —Pv + kv?/2

» Otra posibilidad es el calculo de
variaciones (EULER) en torno a la
posicion de equilibrio:

dX =0

—Pdv +kvdv =0
P=kv=kdé =N

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017 << o>

v
é @N

v =

P
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Energia, energia potencial, energia util, ‘exergia’,. ..

» dv (o dd) es una variacién
infinitesimal de v y, en mecanica, se le
denomina también desplazamiento kL h
virtual. Para simplificar se simboliza con
v*, 0, etc. Al método que emplea
movimientos virtuales, trabajos
virtuales. La ecuacién:

Pdv = Ndé
se escribe habitualmente:

dWept = dWipy 6 W’

ext

wnt
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

» Grados de libertad (g = 2): [gT]= [u, 0]
Los grados de libertad pueden elegirse, pero suele convenir:

e Incluir los movimientos de apoyos simples.

e Los dos movimientos, u y v, de nodos en los que
confluyen cables o barras.

e En los soélidos indeformables, de ser posible, aquellos que
permiten eliminar esfuerzos en la ecuacién
correspondiente.

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017 << o> Sélido deformable: un método universal 9 / 45


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

» Grados de libertad (g = 2): [gT]=
A veces basta con los grados relevantes:

Y Y

u |

L |>(._Z?
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

Grados de libertad (g = 2): [gT]= [u, 0]

modos de deformacién (d = 3): [bT]= [d1, 82, d3]

cada grado y cada modo deben ser independientes del resto

d ecuaciones de compatibilidad:

g . dx1l dxg gx1
0; = > Bjigi j=1,..,d obien [b]=[B]-[g]

=1
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

S3:N3S2:N2

P Slle 2 1

£ ‘
—a

= A cada gdl g; le correspondera una componente de accién, a;:
[a*]= [0, Pa].

Cada componente de accién se expresa como la resultante de fuerza (o momento) de
todas las cargas en la direccién de su grado de libertad, g;.

» A cada deformacién d; le correspondera un esfuerzo e;:
[eT]: [Nl, N2, N3]

d
= g ecuaciones de equilibrio: |a; + Y Hy;;S; =0  i=1,...,g
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

S3:N3S2:N2

3 2
P SlzN]_ 1
.
d
= g ecuaciones de equilibrio: [a; + Z H;;S; =0 i=1,..,g
j=1

—

(y como § = —N) = ai::—‘E:IIUSG:::§:1¥ﬁp%
J J

gx1l gxd dx1

Es decir: [a] =[H] - [€]
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

La condicién de exergia minima para
dgi ) de .

g
We*mt = Z dg’ a; = W';Lt
=1

o como producto de matrices:

1xg gx1

W, =[dg™]- [a]= W,

wnt
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una deformacién virtual
d

=2 dbje;
j=1

1xd dx1

=[db™]- e
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

La condicion de exergia minima es:

1xg gx1 1xd dx1

W, =ldg"]- [a]= W, =[db™]- [e]

ext — int

En el ejemplo:

{ du de}-{;’a}

es decir

N,
{ddl dé, dés }-{Nz}

do - Pa = d51 'N1 -+ d52 'N2 -+ d63 'N3
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Grados de libertad, compatibilidad y equilibrio

La condicion de exergia minima es:

Ixg  gx1 1xd  dx1
wW>

o =[dg "] [a]= W, =[db "] [e]

La deformacién virtual [dg],[db] cumple, como cualquier otra,
con la ecuacién de compatibilidad:

[db]~[B][dg]  [db"]~[dg"][B"]

y por tanto:

1xg  gx1 1><g gxXd gx1 gx1 gxd dx1

[dg "] fal~[dg TI[BT]-fe] s decir, [a]=[BT]- e

gx1l gxd dx1
Comparando con las ecuaciones de equilibrio, [a] =[H]- [e]:

[H]=[B"] ¢ [H']=[B]
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Dos cables y un peso que desciende

Grados de libertad: ve (g = 1).
Modos de deformacién: dac y dBC

Y- (d = 2).
T g < d = anilisis hiperestatico.

5m Equilibrio:

P = NAC Sil’l(450) =+ NBC

Compatibilidad:

5AC = V¢ Sin(450)

d0pc = V¢
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Dos cables y una tabla que gira

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017

Grados de libertad: 6 (g = 1).
Modos de deformacién: dap y dsc (d = 2).
g < d = anilisis hiperestatico.

Equilibrio:

P'5m=[6,71m 5m]-[NAD]

Ngc

Compatibilidad:

6AD _ 6, T1lm .0
(SBC - 5m E
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Dos cables y una tabla que gira y desciende

Grados de libertad: vg, O (g = 2).
Modos de deformacién: dap y dsc (d = 2).
g = d = anilisis iso- o hiper-estatico.
Equilibrio:
P = N, 3 + IV;
= AD 5.59 BC
5m-P N 5 7,5m + NN, 5
m- = - — m «-5m
AD 5’59 9 BC
25mr2,5m 5m Compatibilidad:
1 5 + 07,5
= Vg . me ———
AD 59 ¢ 0" 5 50
0pc = vE+0g:5m
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Dos cables y una tabla que gira y desciende

2,5m+{2,5m

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017

Grados de libertad: vg, 0 (g = 2).

Modos de deformacién: dap y dsc (d = 2).
g = d = anilisis iso- o hiper-estatico.

En forma matricial:

5
1
5m-P 9'7’5m 5m NBC

9

dAD 7,5 VE
— m
[ BC ] : ’ m, . { O ]
0 1 5

(Simplemente, se ve mejor la relacién entre [H] y [B])
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Tres cables y una tabla que gira y desciende
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Grados de libertad: vg, O (g = 2).
Modos de deformacién: dap, dsc ¥ 0rc (d = 3).
g < d = anilisis hiperestatico.

Equilibrio:
P = N, 5 + Ngc + NV,
= AD 5.59 BC FG
5m-P = N, 7,5m+ Npc:+5m
AD 559 + NBc il
+NFG o 2,5m
Compatibilidad:
5
daAp = - +6-7,5m-
9 5’
)pc = v+6-5m
6FG = v —|— 0. 2,5 m
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Un método universal

La solucién ‘universal’ para cualesquiera g y d > g pasa por especi-
ficar el comportamiento de cada cable. Por ejemplo, en el periodo
proporcional:

dx1 dxd dx1

e; = k;j0; (j=1,...,d) obien |[e]=[Dy]-[b]

Ecuaciones que afiadimos a las de equilibrio y compatibilidad:

gx1l gxd dx1 dx1l dxg gx1
[a]=[H] - [e] [b]=[B] - [g]
Contabilidad de ecuaciones e incognitas para acciones dadas:
ecuaciones incégnitas
equilibrio g d esfuerzos
material d d deformaciones

compatibilidad d g movimientos
TOTAL 2d4+g 2d+g That's ok!
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Un método universal

La solucién ‘universal’ para cualesquiera g y d > g pasa por especi-
ficar el comportamiento de cada cable. Por ejemplo, en el periodo
proporcional:

dx1 dxd dx1

e; = k;j0; (j=1,...,d) obien |[e]=[Dy]-[b]

Ecuaciones que anadimos a las de equilibrio y compatibilidad:

gx1l gxd dx1 dx1l dxg gx1
[a]=~[H] - [e] [b]~[B] - [g]
gx1 gxd dxd dx1 gxd dxd dxg gx1 gxg gx1

la] | = [H][Dy][b] =~ [BY][D,][B]-[g] = |[Ky] - [g]

[K,] se denomina rigidez de la estructura —con un papel anilogo
al de k en un cable, o E en un material.
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Un método universal

La solucién se expresa en funcién de la inversa de la rigidez (matriz
de flexibilidad):

gxg gx1

gx1 9,
[g] = [Kp™]- [a]
dx1 dxd dxg gx1 dxd dxg gxgl gx1
[e] = [Dy][B]- [g]=[Dp][B]-[Kp "] [a]
Si existe una solucién (H[Kp]H # 0) debe cumplir con:
= deformaciones y movimientos pequenos

= proporcionalidad entre tensiones y deformaciones
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Dos cables y un peso que desciende

Equilibrio:
P = Nacsin(45°) + Npc
Compatibilidad:
dac = vc sin(45°) dBc = vc
Comportamiento proporcional:
N = kA(SA N = kB(SB
Sustituimos las de compatibilidad en estas dlti-

mas. ..
Comportamiento proporcional respecto a v:
Na = ka sin(45°)vc N = kpvc

Y ahora empleamos éstas en las de equilibrio. . .

Equilibrio en funcién de vc:
P = (ka sin? 45° + kg) - vc
Con esta ecuacién se determina vc, y de las
anteriores todo lo demas.
Esto mismo puede hacerse con matrices. . .
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Dos cables y un peso que desciende

B]= l 0,171 ]

D]= ["A kB]

siendo k = EA + L.
Con igual area y del mismo material:

D)= [0, T1lkg kB]

[K]= 1, 36kg; [K~!]= 0,74 = kg:
[[D][B][K~]'] P =[0,37 0,74] P.
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Dos cables y una tabla que gira

[H]=[B"]=[6,71m 5m]

Con AAZAByEAZEBZ

D] { 0,89p . ]

siendok = EA = L.
[K]=[B"][D][B]= 65,3m? - kg
[D]BIKY] | =

=[92,0m~! 76,6 m—!] x10~3.
[[D][B][K~"] ] -5mP = [0,46 0,38] -P.

2,5mi2,5mi=—5m —+
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Dos cables y una tabla que gira y desciende

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017

[H]:[BT]:[ 0,89 1 }

6, 71m 5m

Con AA = AB Yy EA = EBZ
(D)= [ 0, 89kgp ]
ks

conk = EA <+ L.

0,41  2,45m
K — 9 9 .
K] [ 2,45m 15,25 m?2 ] B
K—1]= [ 61 —9,8m~1 ] 1

—9.8m~! 1,64m~2 | kg

1 5m] -P- [D][B][K~] ]=|[0 P]
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Tres cables y una tabla que gira y desciende

0,89 1 1

H]=[B"]=
[H]=[B"] 6,71m 5m 2,5m
Con cables de igual grueso y material:

0,89
[D]= 1 -k

conk = EA <+ L.

2,72  12,87m

K]= .
b 12,87m 71,50 m?

ks

T
[1 5m] -P- [[D][B][K™"] ]=
[0,35 0,37 0,31] -P
El cable BC tiene la maxima tensién, y el FG, la
minima. ,,,
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Carga elastica, carga de rotura

Bajo la carga de servicio, el cable mas cercano al limite elastico se
reconoce por cumplir la condicién:
’ e
Ae = min | —
i \o/;
La carga elastica de la estructura se obtiene sin mas que multiplicar
por A la carga de servicio:

[ae]: >‘e' [a] ( Pe = AeP )

Para cargas mayores, se producira la rotura sig = d (y Ae es
entonces el coeficiente de seguridad neto, ). Durante la rotura, al
menos un cable ha alcanzado su limite elastico, yd —1 =g — 1
podrian no haberlo hecho.

Si g < d puede que el resto de la estructura soporte carga
adicional. . .
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Carga elastica, carga de rotura

N

a
Auwa; (v =Au) 1 ————ou(d>yg)
Acai (Y= Ac) | ;/(d>g> ou (d=g)
a; + N g
: >
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= aumentan los movimientos a carga constante

= por cada cable que plastifica se ‘pierde’ un modo de defor-
macién de la estructura: aunque al principio d > g, al final
d—g
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Carga elastica, carga de rotura

N

a
A (7= Au) | ————ou(d>9)
Xeai (v =Ae) 1 ;/(d>g> ou(d=g)
a; + N g
i i >
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= comienza cuando alcanzan o superan el limite elastico al menos
d — g + 1 cables de los d

= |os cables en periodo plastico siguen resistiendo una traccion
Ny = (qu)j mientras que &; < /(su)j; por su p_alrte,.los
cables en periodo proporcional no varian su deformacién ni su
tensién ni su esfuerzo: seran como mucho g — 1.
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Carga elastica, carga de rotura

~

a
At (v = A) | ————su(d>g)
Aeai (7= Ac) | ou(d=

(v ) Y (d=g)
a; +
i i g}
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= En el Gltimo equilibrio,tenemos g ecuaciones de equilibrio,
conocemos el esfuerzo de d — g + 1 cables que han alcanzado o superado
su limite elastico, desconocemos g — 1 esfuerzos en los que podrian no
haberlo alcanzado.

= También desconocemos la carga Gltima —o el coeficiente de seguridad—:
tenemos una incégnita adicional; en total tenemos g incégnitas: el mismo
nimero que ecuaciones. Pero jqué cables han plastificado?
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Carga elastica, carga de rotura

N

a
Auti (Y =2Au) T o u(d>yg)
Acai (Y= Ac) | ;/(d>g> ou (d=g)
a; + N g
: >
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= Durante el dGltimo movimiento a carga constante (igual a |a de rotura),
los cables no plastificados mantienen constante su esfuerzo, deformacion
y alargamiento. Son g — 1. Ese movimiento puede describirse con un in-
cremento de los g grados de libertad que mantiene nulos los incrementos
de deformacién de esos cables. Tenemos pues un conjunto homogéneo de
g — 1 ecuaciones de compatibilidad y g incrementos desconocidos que
tendra infinitas soluciones proporcionales a uno cualquiera de los movi-
mientos, g;.
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Carga elastica, carga de rotura

N

a
Auwa; (v =Au) 1 ————ou(d>yg)
Acai (Y= Ac) | ;/(d>g> ou (d=g)
a; + - g
* >
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= Con el resto de las d — g + 1 ecuaciones de compatibilidad podemos
determinar los incrementos de deformacién de los cables plastificados, en
funcion de g;.

» Utilizando ese movimiento incremental como movimiento virtual determi-
namos la carga Gltima.

= Pero jqué cables mantendran constante su deformacién?
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Carga elastica, carga de rotura

N

a
A (7= Au) | ————ou(d>9)
Xeai (v =Ae) 1 ;/(d>g> ou(d=g)
a; + N g
i i >
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= Las preguntas “jqué cables han plastificado?” y “jqué cables manten-
dran constante su deformaciéon?” pueden responderse probando todas las
posibilidades.

= El cable que primero alcanza el limite elastico ha plastificado y aumentara
su deformacion.
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Carga elastica, carga de rotura

N

a
A (7= Au) | ————ou(d>9)
Xeai (v =Ae) 1 ;/(d>g> ou(d=g)
a; + N g
i i >
gi Aegi

Rotura en estructuras ductiles:

= Del estado de tensién de los cables antes de alcanzar la carga elastica, pue-
de obtenerse una hipdtesis razonable de cuales cables plastificaran primero
y cuales podrian no hacerlo nunca.

= Si esa hipdtesis conduce a valores de esfuerzo y deformacién de todos los
cables que no la contradicen, con ella determinamos la carga de rotura.
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Dos cables v_un peso que desciende

g=149g—1=0.
Con cables de igual seccién y material,
N, =Af,:

P, = N, -sin45° + N,

| P, = 1,71N,

Las deformaciones son:

Ea eal=l =]
ea eB|l=[— —] v
A =B 5m 5m

P, se alcanza cuando AC llega al limite
elastico, v = 10m-&,. Y permanece
constante hasta que BC se rompe en
dos, con v = 5m-¢&,.
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Dos cables y una tabla que gira

2,5mi2,5mi=—5m —+

g=1,49g—1=0
Con Ap = Ag = Ay N, =Af,:

P,-5m=[6,71lm 5m]-[m“]

u

P, = 2,34N,

La ecuacién de compatibilidad es:

oA [ 6,71m 0
5}3 B 5m
con deformacionese4 = 1,200 y e = 0.
La carga P, se alcanzara con @ = &, cuando BC

alcanza el limite elastico y AD esté plastificado.
Y se mantendra constante hasta 8 = ¢,,/1,2,

momento en el que el cable AD se rompe en dos. ..
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Dos cables y una tabla que gira y desciende

g=2g—1=1

No hay ninguna duda: el cable que nunca
alcanzara el limite elastico es el AD. La carga de
rotura es la que pueda aguantar por si solo el BC.
La estructura es isostatica: la carga elastica
coincide con la de la rotura.

El movimiento de rotura es un giro horario en D:
Vg = 0D o 7,5m, Yy GE = GD.
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Tres cables y una tabla que gira y desciende

Copyleft @ Vazquez Espi, 2017

g=2,g—1=1. Cables de igual grueso y
material.

Puesto que las tensiones en el estado elastico eran
proporcionales a [0,35 0,37 0,31], podemos
suponer que el cable FG no alcanza el limite
elastico durante la rotura.

P{l}_{o,sgl 1 m“
"15m 6,71m5m 2,5m N;

P, = 2,79N,
Intentemos refutar la hipétesis: jserd el AD? La
suma de momentos respecto a D es:

P,-2,5m = N,-(2,5m+ 5m)
Y resulta que P, = 3N, mayor que la anterior:

luego la rotura se produce al plastificar primero BC
y luego AD.

<< | o>>> Sélido deformable: un método universal 41 / 45



http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Tres cables y una tabla que gira y desciende

g=2,g—1=1. Cables de igual grueso y
material.

Puesto que las tensiones en el estado elastico eran
proporcionales a [0,35 0,37 0,31], podemos
suponer que el cable FG no alcanza el limite
elastico durante la rotura.

pl11l_[ 08 1 1 m“
"15mf " | 6,71m5m 2,5m v

N

D
Verifiquemos la hipétesis. De las ecuaciones de equilibrio se deduce Ng = 0,90N,,.
Cuando AD alcanza su limite elastico su deformacién valdra €. y entonces la de FG
serd 0,90&.. Las ecuaciones de compatibilidad seran:

EeLAD

eBcLBc
0,90¢. Lrg

5 +6.7,5 5
= Ve— . me—
5,59 5,59

= v+60-5m
= v+6-2,5m

De la primera y la tercera obtenemos v, 8 cuando se alcanza Py, y de la segunda la
deformacién de BC, egc = 1,08e,. Tal y como habiamos supuesto.
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Tres cables y una tabla que gira y desciende

g=2,g—1=1. Cables de igual grueso y
material.

Puesto que las tensiones en el estado elastico eran
proporcionales a [0,35 0,37 0,31], podemos
suponer que el cable FG no alcanza el limite
elastico durante la rotura.

P{l}_{o,sgl 1 m“
"15m 6,71m5m 2,5m N;
P, = 2,79N,

Intentemos refutar la hipétesis: jserd el AD? La
suma de momentos respecto a D es:

P,-2,5m = N,-(2,5m+ 5m)

Y resulta que P,, = 3N,,. mavor que la anterior:

Verifiquemos que la hipétesis “AD" no se sostiene. De las ecuaciones de equilibrio se
deduce N4 = 1,11Ny, lo que es contradictorio con que AD no ha alcanzado el

[imite elastico.
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Mecanismos de colapso—deformaciones virtuales

AN
Aut=7

ductilidad g

S
7

‘ ‘
‘ ‘
Gi,e gdiu
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Rotura plastica, planteamiento analitico

Si hay p cables en periodo proporcional y u cables plastificados (p +u =d y
p <g):

[debl] == [ §E% ] = j:é]i versus [sdxel] == ,l[p;e}j_
[dbu ] [dbu] (N

Y las ecuaciones de compatibilidad:

pX1 PXg

Dp=| B
bl ) L )
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Rotura plastica, planteamiento analitico

Por ejemplo, con p =g — 1:

(g—1)x1 (g—1)Xg gx1
= [Bw| X [dg]

ecuaciones que admiten una solucién en funcién de un movimiento virtual, por

ejemplo, dg, :
gx1 gx1

[dg]=[C] -dgn
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Rotura plastica, planteamiento analitico

gx1
Justo antes de la rotura: [dg 1=[C] - dga

1Xg gx1 1Xg gx1

dWear = [dg™] -Au- [a] = [C"] - dgn - Au [a]

1xd dx1 1Xu X1l
AWine =[db™] - [e] =[dbm '] - [(Nu)m]=
1Xg gXu uXx1
= dgn * [CT][Bumi"][(Nu)m]
Igualando ambos, resulta una ecuacién escalar de la que es posible determinar
A“' 1xXg gXu uX1
[CT]Bumi " 1[(Nu)m]

1Xg gX1

[CT][a]

Ay =
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