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Pro memoria

Un conjunto de ecuaciones lineales puede clasificarse como:

= conjunto compatible si tiene solucion, y en este caso:

e conjunto compatible determinado cuando tiene una
tnica solucién.

e conjunto compatible indeterminado cuando admite
infinitas soluciones.

= conjunto incompatible, si no tiene solucion.
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funiculares versus cerchas
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funiculares versus cerchas

Juguemos en lo que sigue con conjuntos de barras inextensibles, de
longitudes arbitrarias, apoyadas en una sustentacién definida
mediante vinculos tedricos, y veamos que tipos de formas
estructurales podemos construir con ellas.
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funiculares versus cerchas

bt L b5

£ £
° 2| o 2 piezas de 35,2dm
° 2 o 2 piezas de 25dm
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funiculares versus cerchas

bt L b5

£y £,

Incégnitas del dibujo: coordenadas x, y: 5 puntos X 2 = 10

Ecuaciones: 8
= sustentacién: 1 = y; = y5 = 0, x5 = L: 4 ecuaciones
= longitudes conocidas (por ‘Pitigoras’):
V(1 — x2)2 + (y1 — y2)2 = £, etc: 4 ecuaciones

10 — 8 = 2: 2 grados de libertad geométrica
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funiculares versus cerchas
L

Los pardmetros que definen una forma concreta pueden elegirse: en la
figura, por ejemplo, podrian ser los dngulos o y B. Estos dos angulos,
junto con las cuatro longitudes fijas, determinan completamente todas
las coordenadas desconocidas de los puntos 2, 3 y 4. (Las soluciones
para las coordenadas (x,y) pueden ser nimeros complejos y el dibujo
inexistente en el plano 2D ordinario.)

Forma compatible indeterminada (funicular, mecanismo,...)
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funiculares versus cerchas

Incégnitas: 7 puntos X 2 = 14.

Ecuaciones: 15:

= Sustentacién: 4
= longitudes: 11

Hay una ecuacién mas (15) que coordenadas (14): la forma esta
sobredeterminada: una de las longitudes estd determinada al fijar valores
para el resto y por tanto no puede ser arbitraria. Forma incompatible
(para valores arbitrarios de £11, por ejemplo).
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funiculares versus cerchas

Podemos quitar una de las barras, por ejemplo la 11, y la forma de
la triangulacién seguiria estando determinada por la sustentacién y
por las longitudes de las barras, que ahora podemos elegir
arbitrariamente. Forma compatible determinada (aunque puede
no existir en el plano 2D ordinario)
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funiculares versus cerchas

O podemos dejar todas las barras, y suprimir un vinculo cambiando
una articulacién por un apoyo, por ejemplo la de la izquierda. El
nimero de coordenadas sigue siendo igual al nimero de ecuaciones.
Forma compatible determinada
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condicidn necesaria

En general, en una triangulacién de IN puntos, E distancias
conocidas y V' coordenadas conocidas de antemano, se tendra lo
siquiente:

= V > 3: al menos tres coordenadas son conocidas, o pueden
fijarse arbitrariamente (al decidir la posicién del dibujo sobre
el papel).
» Al comparar 2N con V + E:
e 2N > V + E: forma compatible indeterminada:

en general habra infinitas formas que cumplan con las
V + E ecuaciones

e 2N =V + E: forma compatible determinada

e 2N < V + E: forma incompatible en general: para
que un dibujo cumpla con las V 4+ E ecuaciones, habra
que elegir V 4+ E — 2N longitudes en funcién del resto
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condicion necesaria

Supongamos ahora que las barras son deformables (aunque poco,
segun exige el requisito de rigidez). Puesto que las barras pueden
alargarse o acortarse, el planteamiento geométrico ya no sirve. Pero
bajo la accién de fuerzas en los nudos, si hay equilibrio, los
esfuerzos en las barras tienen que cumplir condiciones precisas. El
planteamiento geométrico puede sustituirse por uno mecanico (no
totalmente analogo).

Copyleft @ Véazquez Espi, 2017. < | o>>> EstI: etr 11 /60


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

condicion necesaria

En una estructura triangulada de IN nudos, E barrasy V
condiciones de sustentacidon sometida a un conjunto arbitrario de
acciones con deformaciones pequenas tendremos: 2N
ecuaciones de equilibrio (dos por nudo); y V reacciones y E
esfuerzos desconocidos: V' + FE incégnitas:

= 2N > V + E: en general no habra equilibrio, salvo para un
conjunto peculiar de fuerzas exteriores (equilibrio imposible
—estructura funicular)

= 2N =V 4 E: si hay equilibrio, las reacciones y esfuerzos
estan univocamente determinados por las ecuaciones
(equilibrio posible determinado —analisis isostatico)

= 2N < V 4 E: si hay equilibrio, las reacciones y esfuerzos
no estan, en general, determinados por las ecuaciones
(equilibrio posible indeterminado —anilisis hiperestatico)
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condicion necesaria

En resumen,

2N <V + E
con
V>3
es la condicién necesaria (pero no suficiente)
para que una estructura triangulada esté en
equilibrio con un conjunto arbitrario de
acciones sin sufrir grandes deformaciones
durante la carga.
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condicion syficiente

Usando la hipétesis de
xT v pequeias deformaciones,
g establecemos las ecuaciones
de equilibrio en la geometria
H; de proyecto de la cercha
(sin deformacién alguna).
Si finalmente la cercha
Qa, cumple con el requisito
habitual de rigidez, tales
ecuaciones resultaran ser
suficientemente aproximadas.

H;+ ) S.cos(ae) + R,cos(B,) =0

nudo 4

Vi+ Y. Sesin(ae) + R,sin(8,) = 0
nudo i
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condicion syficiente

barra e

nudo j

> N.cos(a.) — R, cos(B,) = H;
nudo i

Z N.sin(a.) — R, sin(8,) = V;
nudo
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condicion syficiente

barra e
nudo j
. H,
A oo A : V;
U e D PV S I O
T = : - : R (~ : =b
AN+ ANE4V : Hy
Ry
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condicion syficiente

* V;
Yy

nudo 1

ANX(E4+V) (E4V)x1
[A] - [=]

cerchas compatibles determinadas, 2IN
suficiente se reduce a que
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\ nudo 2

barra e

nudo j
2N x1
[b]

E + V', y la condicién
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iArticulaciones en los nudos?

Las hipotesis anteriores suponen que las barras estan
sometidas a solicitaciones de traccion o compresiéon simple,
y nada mas.

Hay quien piensa que esa suposicién requiere disponer articulaciones sin
rozamiento para unir las barras entre si. Se trata de una supersticion. Esto
requiere mantenerlas engrasadas y un montén de complicaciones adicionales. Y
como las barras pesaran algo, habrd ademas flexién (aunque sea pequefia).

Si no se disponen articulaciones (lo que en la mayor parte de los casos no es
necesario ni recomendable), aparecerdn en las barras esfuerzos flectores y
cortantes: se trata de esfuerzos secundarios, con aumentos de tensién que en
analisis o disefios preliminares pueden ignorarse.

Con el modelo presentado se explora si la estructura sera
capaz de equilibrar las fuerzas exteriores en nudos con
esfuerzos de traccion o compresion exclusivamente, con
independencia de como sean las uniones de sus barras. ..
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i Articulaciones en los nudos?

SPAN 30 FEET LENGTH 32 FEET PALADIAN TRUSS 5/8" BOLTS IN 11/16" HOLES
SLOPE: 12 INCHES TO 12 INCHES

TOP CHORD AND BOTTOM CHORD: 4 X 8 SHOWN WEB MEMBERS: 4 X 6§ SHOWN

TRUSS PLATES 4 INCHES WIDE ON CHORDS TRUSS PLATES 3 INCHES WIDE ON WEB MEMBERS

Copyleft @ Véazquez Espi, 2017. < | o>>> EstI: etr 19 /60


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

iArticulaciones en los nudos?
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Equilibrio en el apoyo (primera regla de disefio)

al

2 V + tan o S Ms = 0:

V-m + Niz-m-sina =0

-~ qi VvV
V - sino Niz = —— — 1,67V
sin «
> M3z =0
V-m + Niz-asinf =0
v m
Ny = —V— =-—1,04V
a sin 3
ZMg:OZ

V-m + Niz-asinf =0

m
Niz = —V— = —2,5V
a sin 3
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Equilibrio en el apoyo (primera regla de disefio)

Basic Web Configurations I
DN S KD AT D T Do A D

Kingpost Simple Fink Queen Fink Modified Queen Double Fink Double Howe

AU SNO! % NO!
Common Gable Dual Ridge 850! Mono Dropped Mono Dual Ridge
Gable Ma no

i ;é H; Cathé Mun;cnné ral Symmetrical Non-&ymmelrlcal i é 52 §% ca%eﬂrilé Dual Pitch

Cathedral Cathedral
A= LSRN A = PN B
Califernia Hip  Cal Mip Clpedral Cal Hip Tray Cal Mono Hip CalMip Stgsor CayHip Swdio  Cal Hip Cambered Tail Bearing Tail Bearing
Vauit Cathedral
Dy AN D SIS AT P - N R N
Polynesian Polynesian Hip Porch Stepdown Hip  Mono Stepdown  Setdown Hip Sufdio Wult Attic Attic Hip
Hip
NO!
Gambrel Gambrel Attic Flat Sloping Flat Parallel Chord Parallel Chord Parapet Sloping Parapst  Mac's Parapet
cissor Mono
Tray Hip Tray Common Coffer Hip Coffer ScfSsor wi Cathedral With Cape Common with Hip with
Offset Brg Offset Brg Offset Brg Offset Brg
AN SR FIRY D s <] 2T
Bow Barrel Bow Barrel Common Cap Hip Cap Mone Cap Mone Hip Cap @
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Simetria, esbeltez (segunda regla de disefio)

The design theory: a short tour (Contemporary jargon, informal definitions)

Improving structures

Bending likes simetrical solutions (Theorem). If your structure is
not simetric respect of the bend span and has optimal slenderness,
make it simetric by the mean of a simple mirror, and multiply its
original height by v/2. It will look better now, won't it? (The
quantity of structure is reduced as slenderness, by v/2).

If you haven’t freedom enough, try this as much as you can! — @
Copyleft 3 Vazquez Espi, 2012 < | > On Structural Design as Research Topic 39 / 49
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Resistencia

= En general una cercha estard sometida a H hipdtesis de
carga distintas.

= Cada barra tendrad que hacer frente a distintos valores de
esfuerzo normal; incluso puede estar en ocasiones traccionada
unas veces y comprimida otras:

traccién pésima, = m}z;’tx(Ne,h)

compresién pésima, = mhin(Ne’h)
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Resistencia

= Barras traccionadas N, > 0: Si N = IN,,
Comprobacién: N < Af =Ry
R r: resistencia segura a traccion
Dimensionado: A > Anin = N/f
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Resistencia

= Barra sin tension IN, = 0: Si la cercha es una forma
compatible determinada (“isostatica”) es necesaria y no
puede suprimirse, pues de hacerlo E +V < 2N y la
estructura seria funicular. Se dimensiona con el menor perfil
disponible. Si la cercha es una forma incompatible
(“hiperestatica”) podria suprimirse. . .
Tales barras, aunque son frecuentes en una hipdtesis de carga
particular, son raras cuando se consideran varias. Son inexistentes en

cuanto se considera el peso propio de la estructura. O cuando se
plantea el equilibrio en la geometria deformada, aunque sea poco.

A veces puede suprimirse una a condicién de suprimir un nudo y otra
barra, caso frecuente en nudos sin carga y barras ortogonales. . .
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Resistencia

= Barras comprimidas N, < 0:

Barras muy esbeltas Barras poco esbeltas
Rotura por flexiéon o pandeo  Rotura por aplastamiento
RC < Af RC ~ Af
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Resistencia

» Barras comprimidas N, < 0: Sea IN = abs (IV.).

Esbeltez geométrica: £/h. Esbeltez mecanica: £/i, siendo i el

radio de giro de la seccién, i = /1/A. Coeficiente de pandeo
w, funcién de la esbeltez mecanica y del material empleado:
w > 1 siempre.

y Af
Comprobacién: N < — =7Rc
w

Dimensionado: Por tanteo, dado que en la expresion anterior
w depende de A y no es facil despejar A.

La fraccion A <+ w, siempre menor que A, puede considerarse
el drea eficaz o atil para resistir compresiones, Agf; tanto
menor cuanto mas esbelta sea la barra.
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Resistencia

= Barras comprimidas [N, < 0: Por ejemplo, para una
seccion cuadrada de lado a:

e Area: A = a?
e Inercia: | = a* + 12
e Radio de giro: i = /I/A =a-++/12~0,29a
L
e Esbeltez mecanica \,, = -
i
e Coeficiente de pandeo w: se encuentra en la tabla
correspondiente al tipo de perfil y material empleado
entrando con A,,
e Resistencia con seguridad a compresion Rc = Af = w
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Resistencia

= Barras comprimidas N, < 0:

Seccién Radio de giro
cuadrada maciza O 0,29 X lado
cuadrada hueca O] ~ 0,40 X lado
circular maciza @) 0, 25 X didametro
circular hueca O ~ 0,35 X diametro

El radio de giro no puede ser mayor que la mitad del ancho
de la pieza. Para secciones razonables no puede ser menor de
la cuarta parte.

Pueden elegirse secciones tan ineficientes que el radio de giro tienda a
cero: secciones en cruz de brazos muy desiguales, chapas delgadas—una
hoja de papel—, etc. El consumo de material se dispara. ..
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Clases de formas compatibles determinadas
A veces resulta Gtil distinguir tres clases:

= cerchas simples: puede analizarse su equilibrio nudo a nudo,
no es necesario resolver mas que dos ecuaciones simultaneas.
Son las de uso mas frecuente.
= cerchas compuestas: unién de dos o mas de las simples:
suele ser necesario calcular primero el esfuerzo de las barras
de unién (mediante cortes) antes de proceder como en el
caso anterior.
= cerchas complejas: raramente se trata de buenos disefios, y
puede ser necesario resolver simultdneamente un gran
ndmero de ecuaciones (Utiles para postmodern designs)
Las formas incompatibles (equilibrio posible indeterminado) se usan
también frecuentemente —tienen ventajas e inconvenientes—, pero no

las estudiamos aqui.
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cerchas “‘simples’’

2N E+V
2x2 = 143

nime &2
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cerchas “‘simples’’

Si ahora anadimos un nudo y
dos barras, anadimos dos
nuevas ecuaciones y dos
nuevas incognitas, y la nueva
forma pertenece a la misma

clase que la original

2N E+V
2%x2 = 1 4 3|(compatible determinada)
]
= 2
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cerchas “‘simples’’
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cerchas “‘simples’’
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cerchas “‘simples’’
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cerchas “‘simples”’

{1 | o U | -
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cerchas ‘““‘compuestas’’

2N
2x15

E+V
27+ 3

Copyleft @ Véazquez Espi, 2017.
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cerchas ‘““‘compuestas’’

2N E+V
2x15 = 2743

pentagono
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cerchas ‘““complejas’’

1. Aquellas cerchas que ni pueden generarse como simples, ni
pueden descomponerse se denominan “complejas”.

2. Una regla practica para reconocerlas es que, en el plano,
cualquier corte imaginable interesa a mas de tres barras, de
manera que aun siendo formas compatibles determinadas, no
es posible obtener ningtin esfuerzo sin obtener todos los
demas. Es decir, las ecuaciones de equilibrio sélo pueden
resolverse simultaneamente.

3. En el plano son raras, salvo cuando resultan de la
superposicion de dos o mas cerchas.

4. Lo que es seguro es que no suelen ser buenos disefios. . .

[Lo complejo no es siempre bello]
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Estructuras trianguladas “famosas”
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Peso total: 1,09 MN

A\
q,ﬁ 4kN/m? de tejado
inclinado 45°
6 m de altura

Cercha italiana
atribuida a Palladio,
que la empleo a
menudo. Los dos
angulos rectos se
dividen en cuatro
partes iguales con las
diagonales.
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Peso total: 1,09 MN ‘
Peso total lineal: 67,9 kN/m
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Peso total: 1,09 MN ‘

Peso total lineal: 67,9 kN/m
* Repartido en 7 correas
interiores y 2 extremas,

correa externa

banda de arriostramiento
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Peso total: 1,09 MN ‘

Peso total lineal: 67,9 kN/m

* Repartido en 7 correas

interiores y 2 extremas,

- sobre correa interna: 8,49 kN/m
- sobre correa externa: 4,24kN/m .~
* Pesos en la cercha in- .
terior:

nudo interior: 33,9 kN
nudo exterior: 17,0 kN

" cercha interior
&
W
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33,9 kN

33,9kN
17 17kN
135,6 kN 135,6 kN

El pgpblema de la cercha interior (formulacién de Maxivell)
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¢ = 144

Palladian truss (forma simple)
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é = 108

Arcos superpuestos (forma compuesta)
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¢ = 120

Dos cerchas simples superpuestas (forma compuesta)
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¢ = 180

Dos palladianas compuestas con tirante (f. compuesta)
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¢ = 150

Lo mismo pero mejor (forma compuesta)
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¢ = 159

Clasica celosia de montantes y diagonales (forma simple)
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¢ = 186

Clasica celosia de montantes y codales (forma simple)
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http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

17 kN

Copyleft

135,6 kN

Vazquez Espi, 2017.

<< | >>>
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Estructuras |
Estructuras trianguladas: Resistencia
Mariano Vazquez Espf

GIAU+S (UPM)
Grupo de Investigacion en Arquitectura, Urbanismo y Sostenibilidad
Universidad Politécnica de Madrid
http://habitat.aq.upm.es/gi

Edicion del 2 de marzo de 2017

compuesto con free software:
GNULinux/IBTEX /dvips/ps2pdf
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