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Fuerzas internas (esfuerzos) en cortes imaginarios

Nl/
Ars it LD
VILa resultante de las fuerzas |
exteriores a un lado de un corte y la o
A

resultante de los esfuerzos al otro
ﬂA lado deben sumar cero.

Es decir, ser iguales en médulo pero | 47¢
de sentido contrario.

C

A B A B
Q A Q AN

<<< >>> Diagramas de esfuerzos 14 / 92


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Solicitaciones y esfuerzos

Esfuerzos
Longitudinal  Transversal Par
Normal Cortante Flector
Solicitacion Axil Momento flector
Traccién simple N = =
Flexién simple = 1% M
Flexiéon compuesta
Traccién compuesta 1% M
Compresiéon compuesta
Compresion simple — M
Cizalladura — \% —
Flexién pura — — M
o constante o variable

G )

(%)
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Formulacion analitica

X Ziﬂ
Ao I, @Mk =>B:B

z

Problema de Maxwell: Son conocidas las fuerzas externas (accio-
nes y reacciones) y estan en equilibrio, es decir, que considerando
todas ellas entre A y B:

> X;=0 ) Z;=0
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Formulacion analitica
I Ejemplo:

A 20 kN

A B

Hlo kN 10kN

3m 3m

PNY

D> X;:0=0 ) Z;:20kN —10kN — 10kN =0

ZMA : —20kN X 3m + 10kN X 6 m = 0
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Formulacion analitica

| S Tp

V

r; -
X Ziﬂ M, P Bz
Ac ) @ - o>
.

z

v

Equilibrio en un trozo: suma entre A y un punto cualquiera P. En
general, las fuerzas externas del trozo estaran desequilibradas.
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Formulacion analitica

J/ Ejemplo:
A 20 kN

A P

HlOkN
Equilib St 15m = P. En
genera 5.

D> X;:0=0 > Z;:20kN — 10kN = 10kN # 0

ZMA : —20kN x 3m = —60mkN # 0
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Formulacion analitica

Tp
- ,
Al Ziﬂ pMe e B
Lj

z

Desequilibrio de las fuerzas externas, es decir, resultantes de las fuer-
zas externas en el trozo AP:

Rx(zp) = ) X; Rz(zp)= ) Z

z;<zp z;<xp

Ry(zp) = > Z;-(xp —x;) + >, My

z;<xp rp<zp
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Formulacion analitica

i/\ -

Ejemplo:
A
20 kN
A P
HIO kN
Deseql 3m 15m - as fuer-
zas ext

Rx(P)=0 Rz(P)=20kN — 10kN = 10kN # 0

Rp(P) = 20kN x 1,5m — 10kN X 4,5m = —15mkN # 0

Ry(zp) = > Z;-(xp —x;) + >, My

z;<xp rp<zp
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Formulacion analitica

Tp

Rx

Resultantes de fuerzas exteriores

TROZO DE ESTRUCTURA CONSIDERADO
z

Desequilibrio de las fuerzas externas, es decir, resultantes de las fuer-
zas externas en el trozo AP:

Rx(zp) = ) X; Rz(zp)= ) Z

z;<zp z;<xp

Ry(zp) = > Z;-(xp —x;) + >, My

z;<xp rp<zp
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Formulacion analitica

Tp

Rz
Ry

AT Rx — °B$"HEB"

\%4
Resultantes de fuerzas exteriores '@ Esfuerzos
TROZO DE ESTRUCTURA CONSIDERADO ' TROZO SUPRIMIDO

z

Desequilibrio de las fuerzas externas, es decir, resultantes de las fuer-
zas externas en el trozo AP:

Rx(zp) = ) X; Rz(zp)= ) Z

z;<zp z; <xp

Ry(zp) = > Z;-(xp —x;) + >, My

z; <xTp rp<xp
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Formulacion analitica

Tp

Ry

AT Rx — °B$"HEB"

Resultantes de fuerzas exteriores '@ Esfuerzos

TROZO DE ESTRUCTURA CONSIDERADO TROZO SUPRIMIDO
z

Equilibrio del trozo (entre fuerzas externas e internas):

Rz(il)p) -|— V(wp) =0 = V(CBP) = —Rz(il)p)
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Formulacion analitica

Tp

E'=Y

Con el convenio de signos
. B x K
A 60— adoptado: o «H_'_B"
—Los esfuerzos vistos desde =
la derecha son numéricamente
iguales a las resultantes de las

Troz fuerzas exteriores a la izquierda  RiMIDO
& del corte pero cambiadas de
Equilibrio del signo.
—O, lo que es lo mismo, a
Rx(zp las resultantes de las fuerzas Rx(zp)
Ry (wp exteriores a la derecha. Rz(xp)

Ry (xply v wry —— X = UPF ) Ry (wp)
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Formulacion analitica

RN

1%

Tp

Ejemplo:

A

20kN

HIO kN

]

=

—
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Formulacion analitica

| S Tp

1%

Ejemplo:
=
20 kN
v
A
c N
HlOkN M
3m 15m-—

ZZ: —10kN +20kN+V =0 V = —10kN
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Formulacion analitica

P—
Ejemplo:

F

20 kN =

Vv
A
5 N
HIO kN M
3m 15m-—

ZMA: —20kNX3m —Vx4,5m+M=0 =
= M = 15mkN
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Formulacion analitica

| 2 | rp {
\|; Ejemplo:
20kN E
Vv
A
5 N
Hlo kN M
3m 1.5m -
Alternativa canédnica: equilibrio en P:
ZMP : —10kNXx4,5m+ 20kNx1,5m+M =0 =
= M = 15mkN
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Formulacion analitica

RN

1%

Tp

Ejemplo:

20 kN

—10kN

10 k'\'ﬁ 15 mkN

1,5m

-

M = 15mkN
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Formulacion analitica

| Tp

1%
Xi N Bz g

A o—) ° «H:B"
M | R4

V.

' Esfuerzos

' TROZO SUPRIMIDO
z |

Ecuacion para el diagrama de esfuerzos normales:

zj<zp
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Formulacion analitica

| Tp

V

T P

V.
' Esfuerzos
' TROZO SUPRIMIDO

Ecuaciones para los diagramas de la flexién simple:

z;<Tp
M(.’BP):— Z Zi'(CUP—.’Bi)— Z Mk
z;<rp T <Tp
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Formulacion analitica

| Tp

V

T P

V.
' Esfuerzos
' TROZO SUPRIMIDO

Ecuaciones para los diagramas de la flexién simple:

z;<Tp
M(.’BP):— Z Zi'(CUP—.’Bi)— Z Mk
z;<rp T <Tp
derivando. ..
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Formulacion analitica

| S Tp

V

A \ Ljy S iy
M
V.
Esfuerzos
' TROZO SUPRIMIDO
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Formulacion analitica

Tp

r; -
Z;
N I g

z

Ligazén con los funiculares:

M ()

M(x) = H - z(x) oy

Esfuerzos
TROZO SUPRIMIDO

=V(x) =H - z'(x)
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Formulacion analitica

Tp

x; I
Ab 2 pwm AMEDLLW. | {18

M
|4
z Esfuerzos
k
TROZO SUPRIMIDO
z
Generalizaciéon para cargas distribuidas:
T "L
M(z.) = —/0 p:(x. — ) dx V(z:) = — P dz

O*M(z.) OV (x.)
0x? 9z,

= —D:

<< >>> Diagramas de esfuerzos 40


http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Tres cargas entre dos apoyos

1 1
ﬁ_ 50 kN 40 kN 35N A_

L 30dm ++— 40dm \ 50dm \ 50dm !
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Tres cargas entre dos apoyos

A
i1 1 3

50 kN 40 kN 30

- 30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm
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Tres cargas entre dos apoyos

A
i1 1 3

50 kN 40 kN 30/kN
x Y
- 30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm

y X 17m — 50kN X 3m — 40kN X 7m — 30kN X 12m =0
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Tres cargas entre dos apoyos

A
i1 1 3

50 kN 40 kN 30/kN
x Y
-~ 30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm

y X 17m —50kN X 3m — 40kN X 7m — 30kN x 12m =0

—x X 17m 4 50kN X 14m 4 40kN X 10m 4+ 30kN X 5m = 0
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Tres cargas entre dos apoyos

_T
. 73,5 kN 1 l I 46,5kN

50‘kN 40kN 30kN ﬁ
50dm

30dm = 40dm \ 50dm \

Comprobacién:

73,5kN + 46,5 kN = 120kN = 50kN + 40 kN + 30kN
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Tres cargas entre dos apoyos

7—>
73,5 kN 1 l I 46,5kN

r_l__'l 50 kN 40 kN 30/kN
- +73,5 kN
30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm
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Tres cargas entre dos apoyos

7—>
73,5 kN 1 l I 46,5kN

r_l__'l 50 kN 40 kN 30
B +73,5kN | +23,5kN
30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm
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Tres cargas entre dos apoyos

7—>
73,5 kN 1 l I 46,5kN

r_l__'l 50 kN 40 kN 30/kN
- +73,5 kN +23,5kN —16,5kN
30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm
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Tres cargas entre dos apoyos

7—>
73,5 kN 1 l I 46,5kN

r_l__'l 50 kN 40 kN 30/kN
= +73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm = 40dm \ 50dm \ 50dm
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Tres cargas entre dos apoyos
L 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm

Igl
1T
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Tres cargas entre dos apoyos
L 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm

Igl
1T
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Tres cargas entre dos apoyos
d 73,5 kN 1 3 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm 50dm \ 50dm \

I;l
1T

Célculo de esfuerzos flectores:

> Mrisqa: —73,5kN X 7m + 50kN X 4m + M(7m) = 0

M (7m) = 314,5 mkN
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Tres cargas entre dos apoyos
d 73,5 kN 1 3 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm 50dm \ 50dm \

Igl
1T

Célculo de esfuerzos flectores:

M((7m) — M(0m) :/7Vdm
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

12l

li] +220,5 mkN

area = 73,5kN X 3 m = 220,5 mkN
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

Igl

l!] +220,5 mkN 494 mkN

area = 23,5kN X 4m = 94 mkN
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \
—82,5 mkN

Igl

l!] +220,5 mkN 494 mkN

area = —16,5kN X 5 m = —82,5 mkN
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

—82,5mkN —232,5 mkN

I;l

l'] +220,5 mkN 494 mkN

area = —46,5kN X 5 m = —232,5 mkN
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

—82,5mkN —232,5 mkN

I;l

l'] +220,5 mkN 494 mkN

Comprobacién:
area total = 220,5 mkN + 94 mkN — 82,5 mkN — 232,5 mkN = —0,5 mkN

(jDeberia dar cero! La precisién es aceptable. . .)
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm
—82,5 mkN —232,5 mkN

12l
li] +220,5mkN  +94 mkN
(L)
(D)
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm
—82,5 mkN —232,5 mkN

12l
li] +220,5mkN  +94 mkN
(L)
(D)

M+
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm
—82,5 mkN —232,5 mkN

12l
li] +220,5 mkN 494 mkN

(!)OmkN

(L)
M+
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

—82,5mkN —232,5 mkN

I;l

l'] +220,5 mkN 494 mkN

( l ) omkN 220,5 mkN
1

(D)

M+

3
M (3m) = M(0) +/ Vdz = 220,5kN
0
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

—82,5mkN —232,5 mkN

I;l

l'] +220,5 mkN 494 mkN

( l ) OmkN 220,5mkN  314,5mkN
1

(D)

M+

7
M(7Tm) = M(3) + / V dz = 220,5mkN + 94 mkN
3
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

—82,5mkN —232,5 mkN

I;l

l'] +220,5 mkN 494 mkN

( l ) omkN 220,5 mkN 314,5 mkN 232 mkN
1 1

(D)

M+

12
M(12m) = M(7) + Vdz = 314,5 mkN — 82,5 mkN
7
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Tres cargas entre dos apoyos

7—7
. 73,5kN 1 l I 46,5 kN

50 kN 40 kN 30/kN
+73,5kN | +23,5kN —16,5kN —46,5kN
30dm <~ 40dm \ 50dm \ 50dm \

—82,5mkN —232,5 mkN

12l
li] +220,5 mkN 494 mkN

( I ) OmkN 220,5mkN 314,5 mkN 232 mkN

(D)

M+

12
M(12m) = M(7) + Vdz = 314,5 mkN — 82,5 mkN
7
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN " 12kN/m

£ A2222% ; AR222%

F*2mﬁ:2m F—2m ——2m 2mﬁ:2m74
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Dos voladizos

: 20 kN

12kN/m 30kN  12KkN/m
d < P ; P
< 2m 2m >+ 2m -~ 2m =~ 2m 2m
144,5 kN

Copyleft @ Vézquez Espf, 2020
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153,5kN
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Dos voladizos

: 20 kN

12kN/m 30kN  12KkN/m
< 122222 ; 122222
~—2m 2m —+~—2m —~~—2m - 2m 2m
: 44,5 kN: 153,5kN
> 20 | —24,5. -0,5 29,5 —24 OkN
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Dos voladizos

_ 20 kN 12kN/m 30kN  12kN/m
< P l P
~—2m 2m —+~—2m —~~—2m - 2m 2m
144,5 kN | I53,5KN
- —0,5 295 —24 QKN

> 20  —24,5

12l

)

Iy {0

o
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN 12 kN/m

g & P ‘ P

< 2m 2m —2m - 2m -~ 2m 2m

144,5kN | I53,5KN
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 0 kN

]Il 24,5kN | 24 kN
] - 0,5kN
v

ll] —20kN —29,5kN

I I I I
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN 12 kN/m
g T P ; P
< 2m 2m —+—2m ——2m ——2m 2m —
: 44,5 kN: | 153 5kN
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 OkN
]Il 24,5kN | 24 kN
14 ; 1
21 —20um i i i —29,5kN
areas: —40 49 25
Trz;pecio: |
24,5+ 0,5

kN X 2m = 25 mkN

2

I I | I
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN 12 kN/m
g 2 P ; P
< 2m 2m —+—2m ——2m ——2m 2m —
144,5kN | I53,5KN
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 0 kN
]Il 24,5kN | 24 kN
= - 0,5kN
\4 : :
i —20KN: i i —29,5kN

dreas.  —40 49 25 1 —59  24mkN
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN " 12kN/m
y J PP ‘ IEREY
< 2m 2m —2m - 2m -~ 2m 2m
144,5kN | 153 5
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 0 kN
]Il 24,5kN | 24 kN
| - 0,5kN
\4 ! !
Ul —20kN; i i —29,5kN
dreas: —40 49 | 25 1 —59 | 24mkN

10 —40 9 34 35 —24  OmkN
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN " 12kN/m
y J PP ‘ IEREY
< 2m 2m —2m - 2m -~ 2m 2m
144,5kN | 153 5
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 OkN
]Il 24,5kN | 24 kN
| - 0,5kN
\4 ! !
Ul —20kN; i i —29,5kN
dreas: —40 49 | 25 1 —59 | 24mkN

10 —40 9 34 35 —24  Omkl\

(L)
()
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN " 12kN/m
y J PP ‘ IEREY
< 2m 2m —2m - 2m -~ 2m 2m
144,5kN | 153 5
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 0 kN
]Il 24,5kN | 24 kN
| - 0,5kN
\4 ! !
21 —z0m i i i —29,5kN
dreas: —40 49 | 25 1 —59 | 24mkN

10 —40 9 34 35 —24  Omkl\

(L)
()
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Dos voladizos

20 kN 12kN/m 30kN " 12kN/m
y J PP ‘ IEREY
< 2m 2m —2m - 2m -~ 2m 2m
144,5kN | 153 5
> 20 | —24,5. - =05 29,5 —24 0 kN
]Il 24,5kN | 24 kN
| - 0,5kN
\4 ! !
21 —z0m i i i —29,5kN
dreas: —40 49 | 25 1 —59 | 24mkN

10 —40 9 34 35 —24  Omkl\

(¥
- )

I I I I
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Directrizes poligonales
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Directrizes poligonales
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Directrizes poligonales
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Directrizes poligona
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Directrizes poligonaquT
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Directrizes poligonales
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Directrizes poligonales
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Directrizes poligonales

N

‘% dw

M, 31—|7
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Directrizes poligonales

N

=
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Directrizes poligonales

N
T
M, Vs 1‘7 Ny
dz
V.
M,
N,
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Directrizes poligonales

N
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Directrizes poligonales

N

Copyleft @ Vézquez Espf, 2020 << | >>> Diagramas de esfuerzos 88 / 92



http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/

Directrizes poligonales

[l
Z =
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Directrizes poligonales

N,
M, Ny
M,
Ns =V,
Vs = N,

En general:
M, = M,
]\_fs + _; - -Z\_f'v + _':J
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Otros ejemplos

= Un ejemplo de viga “quebrada” (como una escalera) con varias
definiciones de las acciones (permanentes, variables, etc):

http://habitat.aq.upm.es/gi/mve/mmcyte/h-ejemplo-di.pdf

= Una amplia variedad de ejemplos sencillos (y bastante abstractos):

http://wuw.aq.upm.es/Departamentos/Estructuras/e96-290/doc/p-diag-0708b.pdf
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